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INLEIDING ENPROBLEEMSTELLING : 
In verschillende stadia van een onderzoek kan nen'op het volgend 
probleem stuiten, -
Een reeks gegevens, waarbij hier gedacht wordt aan maandsommen 
van bijvoorbeeld de neerslag, moet vermenigvuldigd worden met facto-
ren P., die afhangen van dë maand waarop het gegeven betrekking heeft. 
Men kari de maandgegevens samengesteld denken uit partiële sommen 
bijvoorbeeld decade-totalen. Nu kan men de decade-totalen uit maand 
i vermenigvuldigen met de bijbehorende P. van die maand. Bij de over-
gang van maand i op maand i + 1 zal de waarde van P. zich wijzigen in 
P. ... Deze sprong kan voor maand-tot alen aanvaardbaar zijn, voor deca-
de-totalen zal men een meer glijdend verlopende overgang wensen. Dit 
wordt bereikt door interpolatie tussen P. en P. toe te passen. 
Over het algemeen zal nu de maandsom, opgebouwd uit de 
n i e u w e decade-totalen, niet gelijk zijn aan de met de factor P. 
vermenigvuldigde oorspronkelijke maandsom. Aan het bepalen van de 
geïnterpoleerde factoren moeten dus enkele voorwaarden opgelegd wor-
den. Mogelijkheden daartoe worden in deze nota besproken. 
De toepassingen hebben betrekking op het onderzoek in het Leerink-
beekgebied, met name dat van deelrapport 12 dat handelt over het sa-
menstellen van de waterbalans. 
In het genoemde deelrapport wordt beschreven hoe de waterbalans 
voor het gebied, werd samengesteld uit gegevens afkomstig uit andere 
deelrapporten. Deze gegevens moesten hiertoe worden aangepast aan de 
waterbalans vergelijking hetgeen voor tweemaandse totalen werd uit-
gevoerd met behulp van correctiefactoren. Daarna werd een detaille-
ring doorgevoerd naar decade-totalen waarvoor het nodig was de geïn-
terpoleerde factoren te corrigeren, teneinde de sluitende waterba-
lans voor tweemaandse sommen te behouden. 
NOODZAAK TQT AANPASSING VAN, GEÏNTERPOLEERDE FACTOREN -f
 : 
De noodzaak geïnterpoleerde waarden aan te passen aan het niveau 
van de decade-totalen kan op een eenvoudige wijze grafisch worden aan-
getoond. 
Als voorbeeld wordt besproken het opsplitsen van een tweemaandse 
som in 6 decade-totalen. 
1 
ïii f^g. 1 s taa t ve r t i caa l de waarde van P (%) u i tgeze t . 
Horizontaal worden hoeveelheden in mm c u m u l a t i e f weergege-
ven, waarbij dé' twëëmaandse som S.. opgespli ts t gedacht i s in 6
 rdecade-
- to t a l en d1 t o i en met dg. De waarde van P S . of P J d . + d + . . . + §•(•) 
wordt dus"voorgesteld door de oppervlakte van de vet omrande rechthoek. 
Acht men ldë öprCaig" van P0 •*• P en van P.. -* P ? t e groot op de decade 
overgang, dan kan Voor de decaden d. en d„ bijvoorbeeld het gemiddelde 
it van P en P 'gekozen worden. De oppervlakte van de rechthoek wordt 
nu met een bedrag1 A verminderd. Behoud van de waarde P S betekent dat 
elders een even: grote oppervlakte aan de figuur moet worden toegevoegd. 
Beschouw hu oppervlak B in de figuur. 
Het i s nu zonder meer duidel i jk dat de e is t o t behoud van de waar-
de P 1 S t bewerkstell igt dat b i j een keuze van de basis van B de hoogte 
v a s t l i g t . Met andere woorden in te rpo la t i e van de factoren P t o t b i j -
1 i 
voorbeeld ir
 1 = —(PQ + P1 ) en ir =—(p + Pp) l e i d t n i e t automatisch 
tot behoud van de waarde P..S... ,, 
ALGEMENE FORMULERING 
Alvorens aan te geven op welke wijze een oplossing kan worden 
verkregen zal eerst een algemene formulering worden opgesteld die een 
algebraïsche uitwerking mogelijk maakt. 
Zij gegeven de som S. en de n deel-totalen dV zodanig dat 
d u + d? ... +~fdn = S., (1) 
2i j gegeven de factor P1 waarmede S. vermenigvuldigd moet worden. 
Gevraagd wordt nu de factoren p . t e bepalen zodanig dat 
P l ^ : + . ^ 2 + — + P n d n = P1S l < 2 ) 
Door in het r ech te r l id S.. u i t t e schrijven in de deel - to ta len 
£d. , b l i j k t onmiddellijk dat een t r i v i a l e oplossing i s 
P i * P 1 •» £ = 1»- 2 » i , , f .3 n 
Wordt dit niet als oplossing aanvaard, dan moet (2) opgelost wor-
den als een enkele lineaire vergelijking met n onbekenden. Hieraan kun-
nen dus (n - 1) lineaire vergelijkingen (voorwaarden) worden toegevoegd 
die men vrij kan kiezen.Zinvolle voorvaarden kunnen als volgt verkregen worden. 
Stel dat de factoren P voor de aangrenzende maandsommen S Q en P-
gegeven zijn door P. en Pp. Men kan de keuze van de (n - 1); voorwaar-
den dan baseren op de kennis van P en P„i 
Voorbeelden: 
Men kan eisen dat, uitgaande van de tussen P. en P. enerzijds en 
P1 en P_ anderzijds geïnterpoleerde warrden ir., de onderlinge ver-
schillen tussen de p*'s gelijk zijn aan die tussen de ir.'s. Er ontstaat 
dan het volgend stelsel voor n • k (zie fig. 2) 
eis: d1*.1 * d2*2 + V3 + dUPU = P1S1 
Pi -
neven- i 
voorwaarden | 
i 
Po -
3
 * i * *2 
= tr_ - ir_ 2 3 
V 
P 3 - p 4 3 k 
Ook kan men eisen dat de verschi l len p e r t a k ge l i jk z i j n , 
en het gemiddelde van a l l e p . ' s ge l i jk aan P . . Het s t e l s e l wordt dan, 
nu in matrixvorm geschreven: 
d 1 
1 
1. 
0 
2 
-1 
1 
0 
3 
0 
1. 
1 
'i. i P , 
p i s i 
\ 
\s 
-1 l\*k 
%\T*2 
UP. 
w 3 " w * 
Het nadeel van het additief werken is dat negatieve waarden kun-
nen ontstaan (fig. 2). Dit kan geheel vermeden worden door procentueel 
te werken dat wil zeggen door de onderlinge v e r h o u d i n g 
tussen de ir.'s te behouden (fig. 3). Het is gebleken dat oplossingen 
van dit type tot een eenvoudige numerieke behandeling leiden. Het aan-
trekkelijkst is het hierbij de hulpgrootheid p in te voeren die zoda-
nig bepaald dient te worden dat 
*ip0 ' * ~ 1*' **• ' n (3) 
Aangetoond zal worden dat nu zowel met de gemiddelde waarden van 
de IN's rekening wordt gehouden als met het niveau van P1# 
OPLOSSING IN HET GEVAL DAT n = 6 
Voor het overzicht wordt de oplossing gegeven voor het geval dat 
n = 6 dus voor het geval dat bijvoorbeeld een tweemaandse som in 
6 decade-sommen wordt opgesplitst, Dé oplossing is echter algemeen 
geldig zoals gemakkelijk kan worden aangetoond. 
Uit (2) en (3) ontstaat de volgende vergelijking 
/ ° 
! ff2 
f 
! *3 
l 
Î % 
i 
\ 5 
V* 
We definiëren 
d1 , 
-1 
0 
0 
0 
"0 
0
 r 
•f-' 
; • . _ . , 
d 2 
0 
-1 
0 
0 
0 
f 0 -
d3 
0 
0 
-1 
0 
' 0 
l0 
• . . ; ! • • : £ 
du 
0 
0 
0 
-i 
ö 
0 
V O . ' --> 
d5 
0 
0 
0 
0 
-1 
0 
"•; , : H ' 
H\ 
0 
s 
hi 
° i ! p 2 j 
°lï*i\ 
°ii PM 
°l! P5I 
-v-i M 
.-.'.? a 
- ' " •
 n c ;
-
: 
! ' * ) 
! « 
1 ° 1 
} 1 
*l ° 1 
f 
1 ° ! 
r° 1 
| ; î 0 ! 
A ^wrfvd« + Tr„d„ + -, ...r{o+;. ir^d^n 
'1.1 '2~2 00 
De inverse matrix van het s t e l s e l i s nuf 
\ 
2 
A 
! ï ï i 
r 
| "2 
^ 
' \ 
*5 
U 
^1*1 " 
V2 
d1ïï3 
dlV 
V5 
d1?6,( 
A 
> I -
:'. v'i 
d2 ï ï1 
V2 
^ 2 * 3 
^VÜ 
VV 
;--*2Ïé 
- A 
' ^ 
., 
Vi 
d6 ï ï2 
d 6 ï ï 3 :..,.3b, 
d 6 > 
V~5 
d6w6 * A , 
wat geverif ieerd kan worden door deze matrix met de .oorspronkelijke t e 
vermenigvuldige. Het resu l taa t i s dan de eenheidsmatrix met rang 6. 
De inverse behpeft echter n ie t expl ic ie t uitgerekend t e worden. 
Vermenigvuldiging met de kolom van bekenden geeft de volgende eenvoudi-
ger oplossing, .tengevolge) vanT het f e i t dat deze kblómvectorui t (n - 1 ) 
componenten--met de waarde Ovbestaat*; r r f 
P 1 S 1 
P 0 = T~ 
Hierin is echter volgens (1) en (U) de verhouding tussen i en S. 
gegeven door 
A _. V i + d27,2* *" + d 6 V -
s1 = dl + d2 + "• + d6 ~ * 
waaruit dus een net de decade-totalen gewogen gemiddelde W van de ir.'s 
ontstaat»Met invoering van dit nieuwe symbool wordt nü: de algemene op-
lossing, onder eliminatie van A, 
P1 
P0 » — en Pi""'TiPo » x = 1» 2 » •" » n ^) 
Eenvoudig bl i jkt nu dat, door substitutie van de p.*s uit (5) in 
p1d1 +P2*2 + ••• + HH 
verkregen wordt 
( i r ïd1 * ff2d2 + — + ir6d6 ) p0 = * * S1 ' p 0 = PÏS1 : 
waarmede dus de waarde van P..S.. behouden is gebleven. 
Uit het voorgaande blijkt dat de parameter P_ een maat is die 
aangeeft in hoeverre het gebruik van de geïnterpoleerde waarden zelf 
gerechtvaardigd is, wat blijkt uit de algemene oplossing (5) daar 
P0 = P/i. 
Stel dat p Q = 1, dan volgt daaruit 
n n o •;•".:'•" 
Y p.d. = p . Y ir.d. = J" ir.d. = P.S.,.. , 
•Jl • *i i ° i=i x x i=l a x 1 1 
zodat in dit geval de geïnterpoleerde' waardden ir. zelf kunnen worden 
gebruikt. De triviale oplossing gold indien PQ = P. = P , waardoor 
alle ff. = P . Het nu gevonden geval (p = 1). is dus algemener en ver-
eist dat het met de decade-totalen d. gewogen gemiddelde van de ir.'s 
gelijk is aan P . In beide bijzondere gevallen vindt men P. = 1 en de 
oplossing wordt gevormd door de geïnterpoleerde waarden ir. = p.. 
HET BEPALEN VAN GEÏNTERPOLEERDE WAARDEN 
In de "berekening Is gebruik gemaakt van de geïnterpoleerde waar-
den ir.. In het geval van opsplitsing van een maand- respectievelijk 
tweemaandse som" in decade-totalen zal men de waarde van P gecentreerd 
denken in het midden van het tijdvak waarop de som betrekking heeft. 
Aan beide zijden van P zullen dus geïnterpoleerde waarden berekend moe-
ten worden zoals, in, f ig« -U- voor u" oneven en in fig. 5 voor n even is 
aangeduid. Voor deze geïnterpoleerde waarden kunnen algemene formules 
afgeleid worden waarin de P.'s en ,n als constanten voorkomen. 
Uitgegaan wordt steeds van de formule voor -een rechte door twee 
-•gegeven punten namelijk 
y - y1 x - x., 
y2 " y1 x2 ~ X1 
waaruit volgt 
X - X 
X 2 - X 1 
-(y2 - y,) + y, (6) 
met x als lopende variabele. 
Uit fig. k volgt-dat de geïnterpoleerde waarden verkregen kunnen 
worden, als n o n e v e n is, met 
en 
V2^1!-'.'*', -'.., — ™ 
V a 1 ' \ - ^ , «> 
Dit resultaat wordt verkregen door de formule voor een rechte 
door twee punten toe te passen op de eerste tak mét 
enw. ,•••,
 :-t^: 
(xi .» V •.* iha +1)•-n » V 
(x2 » y 2 ) = ^ n + 1 ) • • V 
en op de twèede taàrmèt 
T{X1 ,
 7 l ) = | | ( n + 1) , py} 
en. 
( x 2 » y 2 ) = té(h + 1 ) + n » P2* 
Door nu (6) toe t e passen, de index i a l s lopende variabele t e 
2 kiezen en de breuken die ontstaan met -r t e vermenigvuldigen worden 
(7) en (8) verkregen met a ls defini t iégebied 
(n o n e v e n) (7) geldt voor i = 1, 2 , . . . , -An + 1) (9) 
(8) geldt voor i = -^(n + 1) , . . . , n (10) 
"Óp overeenkomstige wijze volgt u i t f ig , 5 voor het geval dat n 
e v e n i s dezelfde formules namelijk nu door de punten op de eers te 
tak met 
(x1 , y , ) = {n - 2 n , PQ} 
en 
(x2 , y2) - {n , P^ 
en op de tweede tak met 
en 
(x2 , y2) = {2n , P2} 
Door nu (6) toe te passen en de index (2i - 1) als lopende varia-
bele te kiezen ontstaan weer (7) en (8) nu met als definitiegebied. 
n e v e n, (7) geldt voor i = 1, 2, ... , -g n (11 ) 
(8) geldt voor i = -? n + 1, ... , n (12) 
Opvallend i s h ie rb i j dat in beide gevallen dezelfde oplossing wordt 
verkregen waarbij voor n even zelfs ook a l s de f in i t i e gebied (9) en (I0)ge-
kozen kunnen worden caar(9.) dan aangeeft dat steeds 1 < i < - n + T geko-
zen moet worden", hetgeen oVèreenkpmt met (11 ) , t e r w i j l u i t (10) volgt 
1 1 dat op de tweede tak — U + T < i < n moet gelden, hetgeen overeenkomt 
met (12). 
Worden dus de decaden die een totaalsom opbouwen geïndiceerd met 
i = 1, 2, ... -, n dan geven de formules (7), (8), (9) en (10.) de sym-
metrisch rond het midden gelegen geïnterpoleerde waarden tussen P~ en 
P enerzijds en tussen P en Pp anderzijds, onafhankelijk van het feit 
of n even dan wel oneven is. u. 
EEN HYPOTHETISCH VOORBEELD 
Met enkele gekozen waarden wordt het voorgaande toegelicht en wor-
den enkele alternatieven met elkaar vergeleken, ....,...,,., 
•V-o ö r b è e ï;-:'d'j:Gï 'Jli":: :'°'1" 
PQ = 1.05 P1 = 1.10 P2 = 1.20 
Voor opsplitsing in 5 sub- of deeltotalen worden de volgende geïn-
terpoleerde waarden berekend met (16) en (17), 
TT = 1.08 TTj^  = 1.12. : 
ÏÏ2 - 1.09 ir5 » 1.1 i* ..,,, e,., ;i0 V; 
ÏÏ3 = 1.10. 
Teneinde het effect van de verdeling van de deeltotalen op de waar-
den der p ^ s na te gaan werden 3 gevallen gekozen. 
Deeltotaal Geval 1 Geval 2 Geval 3 
10 
20 
30 
ko 
100 
10 
20 
100 
ko 
30 
100 
ko 
30 
20 
10 
200 200 200 
De uitkomsten van de -berekeningen waren de volgende: 
•••••. tu.:' • 
S 1 
P 1 S 1 
A 
ir 
: po 
Geval 1 
200 
220 
22h.k 
1.122 
0.980 
Geval 2 
200 
220 
221.6 
1.108 
0.993 
Geval 3 
200 
220 
218. k 
1.092 
1.007 
P 1 = 1.10 
Td.ir. 
^
 l 1 
P / w 
en voor de deeltotalen en aangepaste geïnterpoleerde factoren p.: 
1 
1 
2 
3 
k 
5 
I 
X 
1.08 
1.09 
1.10. 
1.12. 
T.1V. 
geva l 1 
1.058 
1.068 
1.078 
1.098 
1.117 
P i 
. geva l 2 
1.072 
1.082 
1.092 
1.112 
1.132 
geva l 3 
1.088 
1.098 
1.108 
1.128 
1.11+8 
geva l 1 
10.58 
21.36 
32.31* 
1*3.92 
111.70 
219.90 
p . d . 
'• geva l 2 
10,72 
21.6k 
109.20 
1*1*. 1*8 
33.96 
220.00 
geva l 3 
108.80 
1*3.92 
33.22* 
22.56 
11.1*8 
220.00 
Deze uitkomsten zijn grafisch weergegeven in figuur 6 waaruit blijkt 
welke invloed de..-verdeling-van de -éeeltotalen--hebbenop de"~ligging van 
ie aangepaste punten p.. ' '2 ..!..'._ 
Een voorbeeld met dezelfde gegevens in iets andere volgorde is 
V o o r b e e 1 d II
 ;:• -"' 
PQ = 1.05 P1 • 1.20 0 P2 = 1.10. 
Voor opspl i ts ing in 5 deel totalen worden de volgende geïnterpoleer-
de waarden berekend, weer met (6) en (7 ) : ~__— -
TT 1 = 1 . 1 4 . TT^ = 1 . 1 8 . 
17
 o ?.:,.<W?X TT =s 1.16 
ir -- 1.20 
Weer werden dezelfde 3 gevallen doorgerekend nu met het volgende 
resultaat.
 :> 
Geval 3 
S1 ; 200 ' 200 200 P = 1.20 
P1S1 240' 24o 240 
A 234.0 236.8 232.0 Jd.ir. 
TT 1.170 1.184 ..,, I,l6ü
 b .v:::.,v ,<i 
P 0 1.026 1.014. 1.034 v ß 
en yopr. de deeltotalen en aangepaste geïnterpoleerde factoren p.: 
10. 
::•:"•'&•;•_•• j .- .,-• ^jî.-iC-it -'..;:r.f.-v_.;';) ! < ; ,f ; 
, f., •: 
1 
:• . 2 
3 
k 
5 
1 
l 
1.14 
1.17 
: 1.20 
1.18 
1.16 
geva l 1 
1.170 
- n 2 o o .-••; 
1.231 
1.211 
1.190 
"0. 
geva l 2 geva l 3 
1.156 1.179 
; .1.186 •...-. 1 .210 -
1.217 1,2Vl 
1.197 1.220 
1,176 1.199 
geva l 1 
11.70 
2'uoa 
36 e 93 
kQ.kk 
119.00 
2^0.07 
p.d. 
1 1 . 
geva l 2 
11.56 
23.72 
121.70 
Î47.88 
35.28 
2U0.1U 
•r :V-
geva l 3 
117.90 
1*8.4o 
37.23 
2U.H0 
11.S9 
239.92 
Een grafische voorstelling volgt in fig. 7, waarin veer de af-
hankelijkheid van de aangepakte punten p. met de vardeling van de 
deeltotalen wordt gedemonstreerd. 
TOEPASSING OP HET LEERIUKB2EK OIIEERZCEI'C 
Bij het samenstellen van deelrapport 12 van het Loerinkbeek-
gebied-onderzoek ontstond de noodzaak correctiefactoren op verschil-
lende temen; van de waterbalans toe te passen. De vraterbalans, opge-
rakeld'(voor tweemaandse totalen, diende naderhand gedetailleerd te wor-
den tot een balansover déeade-totalen. Hiertoe werden-de correctiefac-
toren opgesplitst volgens de in het voorgaande besproken procedure. 
De resultaten-zullen hierna worden vastgelegd en-toegelicht, voor elk 
van de termen ven de waterbalans afzonderlijk. Voor de wijze waarop 
de correctiefactoren P. werden tbepaald wordt naar het Leerinkbeek-
rapport verwezen. (Commissie Waterbehoefte Gelderland; verschijnt 
in 1970). 
1. D e n e e r s 1 a g 
De neerslaggegevens werden omgerekend op waarden zoals die met 
een grondneerslagmeter zouden zijn bepaald. De hiervoor benodigde om-
rekeningsfactoren zijn afkomstig uit deelrapport 5 van het Leerink-
beek onderzoek. De factoren P. hebben betrekking op maandsommen en wer-
den omgerekend tot decade-factoren p.. In bijlagen 1 en 2 worden de 
uitkomsten vastgelegd, De decade-factoren p. werden gebruikt voor het 
11 
omrekenen van de oorspronkelijke neerslagcijfers, In fig» 8 staan deze 
factoren uitgezet tegen de tijd. De figuur toont aan dat met de polygoon 
een-meer geleidelijke overgang trassen de decaden is verkregen dan met de 
trapcurve viel te bereiken. De herleiding werd.toegepast op alle gege-
vens uit de afvoerjaren 1952 tot en met 1965. 
2. D. e a f v o e r 
Voor de afvoer was het noodzakelijk de gegevens, gemeten met de 
afvoerkroHEiien te herleiden tot gegevens gemeten-met een meetstuw. Dit 
moest worden gedaan voor de gegevens van 1952 tot en met augustus I960. 
In "deelrapport 12 van het Leerinkbeek rapport wordt beschreven hoe de 
correctiefactoren zijn verkregen. 
In bijlage 3 wordt weer de uitkomst van de berekening van de fac-
toren voor decade-totalen vastgelegd. 
De factoren werden bepaald als gemiddelde over de afvoerjaren 1952 
tot en met 1953. Toepassing er van vond plaats over 1952 tot en met 
augustus i960. In fig. 9 staan de correctiefactoren p. weer tegen de 
tijd uitgezet. Ook nu valt het soepel vérloop van de waarden van de 
geïnterpoleerde factoren p. op, waarbij dus aanpassing aan de decade-
totalen bewerkstelligde dat de som van de nieuwe decade-totalen de nieu-
ve tweenaandse som oplevert. 
3. D é p o t e n t i ë 1 e v e r d a m p i n g 
De verdamping, bepaald volgens de grondwaterstandsmethode, is af-
hankelijk van de wijze waarop de neerslag wordt gemeten. Omrekening 
van de neerslagcijfers op grondregenmeter-waarden maakt het noodzake-
lijk ook de verdampingscijfers met dezelfde, factoren te corrigeren. 
In bijlagen k en 5 worden de uitkomsten vermeld. De bewerking heeft 
te+iekking op de afvoerjaren 1952 tot en met 1965. 
De uitgevoerde herleiding heeft tot resultaat dat de verdampings-
cij fers nu verkregen gedacht kunnen worden uit een analyse waarin de 
neerslag met grondneerslagmeters gemeten zou zijn. 
U.1. De werkelijke verdamping (herleid op grondneerslagme'ting) 
Op analoge wijze als de potentiële verdamping werd de werkelijke 
verdamping herleid op waarden zoals die zouden zijn verkregen als bij 
de analyse van neerslagcijfers afkomstig van grondneerslagmeters, gebruik 
zou zijn gemaakt. 
12 
De resultaten van de berekeningen zijn vastgelegd in de bijlagen 
6 en 7 terwijl fig. 10. een overzicht geeft van het verloop met de 
tijd van de factoren p.. De figuur toont een soepel verlopende curve 
met steeds geringe verschillen tussen twee opeenvolgende waarden van 
de correctiefactor p. 
1+.2. De werkelijke verdamping (aangepast aan de waterbalans) 
Nadat de gegevens van de werkelijke verdamping herleid waren op 
grondneerslagmetingen, moest nog aanpassing aan de waterbalans plaats-
vinden. De wijze waarop deze aanpassing werd uitgevoerd wordt eveneens 
in deelrapport 12 van het Leerinkbeek-rapport beschreven. 
De correctiefactoren P. werden weer op de bovenomschreven wijze 
geïnterpoleerd en aangepast aan de decade-totalen. De resultaten wor-
den gegeven in bijlagen 8 en 9» terwijl in fig. 11 de grafische voor-
stelling wordt gegeven. Ook hier blijkt weer dat de grote verschil-
len tussen de decaden bij gebruik van de factoren p. (zie b.v. de 
overgang van oktober op november) vervangen worden door geleidelijk 
in elkaar overgaande waarden van de factoren p.. 
13 
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